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平方差 型不定方程 的解法 
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(本讲适合高中) 

平方差型不定方程 ，通常先选择适当的 

模数(或结合二项式定理)对其指数进行奇 

偶性分析，再因式分解，最后 ，通过对质因子 

的分析来求解．本文介绍高中数学竞赛中最 

常见的平方差型不定方程的解法． 

1 质因子分析 

例 1 求所有的整数 ，使得 1+5 X2 为 
一 个有理数的平方．_l 

(2008，克罗地亚国家集训(二年级)) 

讲解 分以下两种情形讨论： 

(1)若 1+5 x2 为整数的平方，则 E N． 

设 1+5 X 2 =Y (Y E N)．故 

(Y+1)(Y—1)=5 X2 ． 

若 =0，则Y =6，这不可能。故 ≠0． 

又因为Y+l、Y一1的奇偶性相同，所以， 

其均为偶数． 

ci 若{ 二 2／3,其中j ot-,．卢∈N+， 
t9／+卢= 且 Ot>／3． 

两式作差得2卢(2一芦一5)=2． 

故奇数 2一卢一5=1，即26-／3=6． 

这不可能。 

(ii)若 +1=5 x2 ’其中
， 、 

∈ N+， 

且 Ot+口= ． 

两式作差得5 X2 =2(2p +1)，即 

5×2。～ =2卢一 +1
． 
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由5 l(2 +1)知fl>~3． 

所以，2＼I(2卢 +1)． 

故 Ol=1， =3． 

从而， =OL+口=4． 

(2)若 1+5 X 2 为分 数 的平方，则 

E Z一． 

设 =一Y(Y E N+)．则 

1+5×2 ： 堕
． 

因为 2 (2 +5)，所以，2lY。 

设 Y=2y1，2 +5=／7l (" E N+)。则 

(m+2n)(m一2”)=5． 

⋯ fm+2”=5， 因此
，{m l_1．’ 

两式作差得2n“=4．故 Y ：1． 

从而，Y=2y1=2， =一Y=一2． 

综上， =一2或4． 

例 2 求方程 3 一5 = 的正整数解． 

(2009，巴尔干地区数学奥林匹克) 

讲解 取模 2得 

0兰z。(rood 2) 2Iz． 

取模 4得 

(一1) 一1-o(rood 4)j2 I 。 

设 ：2x ．贝0(3 +z)(3 一Z-)=5 ． 

设{； ：二 ：其中， + =y，且 > ． 
两式求和得 

2 X 3 1=5／3f5 一 +1)． 

因此 ， =0．从而， =Y． 

(1)若 =1，则 5 +1=6． 
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故 y=1， =2x1=2， =5 一3 =2． 

从而，( ，y，z)=(2，1，2)． 

(2)若 I>2，则模9得 

5 +1-=0(rood 9)， 

即 5 i一1(rood 9)． 

但对任意的Y∈N+，有 

5 -5，7，一1，4，2，1(mod 9)． 

故y-3(rood 6)． 

设 Y=6y1+3．则 

56yl +1=2×3 
．  

而 5 -̈ +1=(5 ) “+1含因子 

5。+1=2×3 ×7
．  

但 7 2×3 ，故此时无正整数解． 

综上，原方程的正整数解为 

( ，Y，z)=(2，l，2)． 

2 奇偶性分析 

例3 求方程2 +2 009=3 ×5。的所有 

非负整数解． 

(2009，中欧数学奥林匹克) 

讲解 显然，y-,Z不同时为 0．否则 

右边 =1<2 009+2 ． 

矛盾． 

若 Y>0，则(一1) 一1--0(mod 3)． 

因此 。2I ． 

若z>O，则2 一1-0(mod 5)． 

而2 -=2，一1，一2，1(mod 5)，故4 I ． 

总之 是偶数． 

若 n---0，则 

3 X 5 =2 +2 009=2 010 

= 2 X3 X5×67。 

这不可能． 

若 =2，则 

3 ×5 =2 +2 009=2 013 

= 3 X 11×61． 

这不可能． 

而当xi>4时，3 X5 ；1(mod 8)． 

由于3 -3，1(mod 8)，5 -5，1(mod 8)， 

仅当3 耄1(mod 8)且 5 羞1(mod 8)时，有 

3 X5 兰1(mod 8)． 

故 Y、z都是偶数． 

设 =2x1，Y=2y1， =2z1．则 

(3n×5 +2 )(3n X5 一2 )=7 x41． 

因为3 ×5 +2 。>3 X5 一2 ，所以， 

J3”×5 +2q=49， 
【3̈ ×5 一2 =41； 

×5 +2 =7 ×4 ， 

【3"×5 一2研=7； 

r3yl×5z。+2 1=7 ×41． 

I 3n×5 一2q=1． 

两式相减得 2 “=8，280，2 008． 

但仅有2q“=8有解 =2．故 =4． 

从而，3"×5 =45=3 X5． 

因此 ，Y1=2， =1．故Y=4， =2． 

综上，( ，Y，z)=(4，4，2)． 

例4 求所有正整数 ／／,，使得 2 n+1 

是完全平方数． 

(2004，斯洛文尼亚 IMO国家队选拔测 

试) 

讲解 设 2．-1it／,+1=m (m∈N+)．则 

2 一 =(m+1)(m一1)． 

而当 =1，2，3，4时，2．-1n+l均不是完 

全平方数． 

故 凡I>5，16 I(m+1)(，n一1)． 

而m+1、IT／,一1奇偶性相同，故 ／7／,+1、 

m一1都是偶数，m是奇数． 

设 m=2k一1( ∈N+)．则 

2．-1／／,=2k(Zk一2)． 

从而，2n-3n=|i}(后一1)． 

而．j}与 一1具有不同的奇偶性，故2 

只能是其中之一的约数． 

又 2 一 = ( 一1)≠0，因此 ， 

2 一 ≤ ． 

进而，n>tk一1． 

故 2 一 ≤ ≤n+1． 

由函数性质或数学归纳法知，当 ≥6 



2010年第 4期 9 

时 ，2 >n+1． 

因此， ≤5．而 ／>5，故 n=5． 

此时，2．-1凡+1=81是完全平方数，满足 

要求． 

综上，所求所有正整数 =5． 

3 整数范围分析 

例5 求所有的整数对( ，Y)，使得 

1+2 +2h =v。
．

[ ] 

(第 47届 IMO) 

讲解 当 ：一1时，左边为2不是完全 

平方数；当 ≤一2时，左边不是整数． 

设 ( ，y)是 此方 程 的解．则 ≥0且 

( ，一y)也是解． 

当 =0时，Y= ±2，方程有解 (0，2)， 

(0，一2)． 

当 >0时，设( ，y)为解，不妨设 y>0． 

原方程即为 

2 (1+2 )=(Y+1)(Y一1)． 

于是 ，y一1、y+1都为偶数 ，且其中只有 
一 个是4的倍数． 

因此 ，x／>3，且有一个因式被 2 ‘整除， 

不被 2 整除． 

故可设 Y=2 m+ ，其 中，／7／,是正奇 

数，s=±1． 

代人原方程得 

2 (1+2 )=(2 一 ， +占) 一1 

= 2 一 ，n2+2 ，n 
． 

即 1+2 “ =2 ～m + ． 

从而，1一眦 =2一 (m 一8)． ① 

当 =1时， 

2 (／'n 一8)=1一m6~<0 

m 一8≤0． 

故正奇数m=1，式①不成立． 

当 =一1时，注意到 i>3，故 

l+m=2 一 (m。一8)I>2(m 一8)， 

即 2m 一m 一17≤O． 

故 m≤3． 

此时，只有正奇数Tt／,=3使得式①成立． 

从而， =4，Y=23． 

综上，所有正整数对 

(x,y)=(0,2)，(0，-2)，(4，23)，(4，一23)． 

4 运用二项式定理 

例 6 求所 有有 序 的三元正 整数组 

(口，b，c)，使得I 2。一6。I=1． 

(2009，克罗地亚参加中欧数学奥林匹 

克选拔测试) 

讲解 若 C=1，则2。一b=±1． 

故 b=2。±1． 

此时，(0，b，c)=(Ii}，2 ±1，1)，其中，_j} 

是任意的正整数． 

若 c>1，则对 b =2。±1分类讨论． 

(1)若 b。=2。+1，则 b是奇数． 

设 b=2kM+l(2 ，且 |j}∈N+)．贝0 

(2 M+1)。=2 +1． 

显然， <0，且p a1>k+1． 

结合二项式定理得 

2k／／,C----2。--0(rood 2川 )． 

故2I C． 

设 c=2c，．则 

(b +1)(b 一1)=2“． 

故6 +1、b“一l都是2的方幂． 

而(b +1)一(b“一1)=2，故 

b 1+1=4 

j 6=3， 1=1 

c=2，口 3 

(0，6，c)=(3，3，2)． 

(2)若b。=2。一1，贝Ⅱ当b=1时，口=1． 

此时，(口，b，c)=(1，1， )，其 中，．i}是任 

意的正整数． 

当6>1时，有 。>1． 

设 b=2ku+1(2 且 ．1}∈N+)．贝4 

(2 +1) =2。一1． 

显然， <0，贝4 1三一1(rood 2 )，即2 I2． 

故 |j}=1． 

因此，(2“+1) =2 一1． 

而0>1，结合二项式定理得 

2uc+1兰 一1(mod 4)， 

即 4 I2(／ZC+1)． 
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因此，2 c． 

设 c=2cl+1．则 b 十1+1=2。． 

由因式定理得 

(b+1)I(b +1)． 

可设 b+1=2 ．则 V<a，即 

a≥ +1，且(2 一1) +1=2。． 

结合二项式定理得 

(2c1+1)2 --2。 0(mod 2⋯ )． 

但这不可能． 

综上，满足要求的 

(a，6，C)=(3，3，2)，(1，1，k)，(k,2 ±1，1)， 

其中，k是任意的正整数． 

练 习 题 

1．已知3。+7 为完全平方数．求所有的 

有序整数对(a，b)． 

(2009，加拿大数学奥林匹克) 

提示：利用同余分析、质因子分析，进行 

分类讨论得(a，b)=(1，0)，(2，1)． 

2．求所有三元正整数组(a，b，c)，使得 
口 +2 +J=3 c．[3] 

(2008，意大利数学奥林匹克) 

提示：利用同余分析、质因子分析，得 

(a，b，c)=(1，2，2)，(7，4，4)． 

3．求方程 3 +4 =5 的所有正整数解． 

提示：利用同余分析、质因子分析，进行 

分类讨论得( ，y， )=(2，2，2)． 

4．求使 2 +3 为完全平方数的所有正 

整数 m、 ． 

提示：利用同余分析、质因子分析，得 

(m， )=(4，2)． 

5．求证：8 +15 =17 的正整数解 

( ，Y，z)唯一． 

提示：利用同余分析、质因子分析，得唯 
一 正整数解( ，y， )=(2，2，2)． 
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