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概要

四元数组 (a, b, c, d) 称为余弦“四君子”, 其中 (数据精确到 10−14)
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= −1.95629520146761, (4)

余弦“四君子”是笔者起的名字, 缘于 a, b, c, d 的相关运算曾着实考验一些数学爱好者的耐心, 故起此名, 希望
能被理解和接受. 本文与文 [1][2][3] 有一定联系.

§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列§ 2. 余弦“四君子”幂和式数列
定义

称
Sn = an + bn + cn + dn (n ∈ Z) (1)

为余弦“四君子”幂和式数列, a, b, c, d 为其特征根.

定理 1
{Sn}n∈Z 的特征方程

[4] 为
t4 − t3 − 4t2 + 4t+ 1 = 0. (2)

解析

证明: 考察笔者称为切比雪夫型基本方程 [5] 的三角方程

cos 8θ = cos 7θ, 0 ! θ ! π. (3)
易解得

8θ = 2kπ± 7θ (k ∈ Z) . (4)
由 0 ! θ ! π 可得

θ = 0,
2π

15
,
4π

15
,
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,
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,
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15
. (5)

另一方面, 令 cos θ = x, 按切比雪夫多项式展开 [5] 可得

128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1 = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x

=⇒ (x− 1) (2x+ 1)
(
4x2 + 2x− 1

) (
16x4 − 8x3 − 16x2 + 8x+ 1

)
= 0. (6)

易知 cos 2π
15

= cos 24◦, cos 4π
15

= cos 48◦, cos 8π
15

= cos 96◦, cos 14π
15

= cos 168◦ = cos 192◦ 满足方程

16x4 − 8x3 − 16x2 + 8x+ 1 = 0. (7)
令 t = 2x, 即知 a, b, c, d 是方程 (2) 的四根.

定理 2
四元幂和式数列 {Sn}n∈Z 满足常系数线性齐次 4 阶递推关系式

Sn+4 − Sn+3 − 4Sn+2 + 4Sn+1 + Sn = 0 (n ∈ Z) . (8)
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说明

证略.

定理 3

cos 24◦ + cos 48◦ + cos 96◦ + cos 192◦ =
1

2
, (9)

cos 24◦ cos 48◦ + cos 24◦ cos 96◦ + cos 24◦ cos 192◦ + cos 48◦ cos 96◦ + cos 48◦ cos 192◦ + cos 96◦ cos 192◦ = −1,
(10)

cos 24◦ cos 48◦ cos 96◦ + cos 24◦ cos 48◦ cos 192◦ + cos 24◦ cos 96◦ cos 192◦ + cos 48◦ cos 96◦ cos 192◦ = −1

2
,

(11)

cos 24◦ cos 48◦ cos 96◦ cos 192◦ =
1

16
. (12)

解析

证明: 由于 a, b, c, d 是方程 (2) 的四根, 由 4 阶韦达定理可得
a+ b+ c+ d = 1, (13)

ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = −4, (14)
abc+ abd+ acd+ bcd = −4, (15)

abcd = 1. (16)
略加变化便得 (9), (10), (11), (12) 式.

定理 4
数列 {Sn}n∈Z 的初始值组

[6]

Ω−1 = (−4, 4, 1, 9) . (17)

解析

证明:
S−1 = a−1 + b−1 + c−1 + d−1 = (abcd)−1 (abc+ abd+ acd+ bcd) = 1−1 × (−4) = −4, (18)

S0 = a0 + b0 + c0 + d0 = 4, (19)
S1 = a+ b+ c+ d = 1, (20)
S2 = a2 + b2 + c2 + d2 = (a+ b+ c+ d)2 − 2 (ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd) = 12 − 2× (−4) = 9. (21)

§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表§ 3. 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表

概要

由定理 2、4 双向递推, 可得下表:
表 1 余弦“四君子”幂和式 Sn 值表 (−12 ! n ! 27)

n −12 −11 −10 −9 −8 −7 −6 −5
Sn 143491199 −29997829 6271254 −1311049 274084 −57299 11979 −2504
n −4 −3 −2 −1 0 1 2 3
Sn 524 −109 24 −4 4 1 9 1
n 4 5 6 7 8 9 10 11
Sn 29 −4 99 −34 349 −179 1254 −824
n 12 13 14 15 16 17 18 19
Sn 4559 −3574 16704 −15004 61549 −61709 227799 −250229
n 20 21 22 23 24 25 26 27
Sn 846254 −1004149 3153984 −3997399 11788879 −15812504 44178624 −62229509
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以下数据可供计算参考 (精确到 10−14):
a−1 = 0.54731813925302, b−1 = 0.74723827493230,

c−1 = −4.78338611675281, d−1 = −0.51117029743251. (1)
易见 Sn 恒为整数 (n ∈ Z). 确定 Sn 的个位数字颇为有趣. ͜
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