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单 壿

问题

已知实数数列

a0, a1, a2, · · ·

满足
1

2
(an−1 + an+1) ⩾ an. (n = 1, 2, · · ·) . (1)

求证:
1

2
(a0 + an+1) ⩾

1

n
(a1 + a2 + · · ·+ an) . (2)

解析

解: 这个数列的确很有趣. (1) 表明 (从 n = 1 起), 每
一项 an 不大于它相邻两项的平均数.
用 (1) 来证明 (2) (两项的平均数不小于中间项的平均

数), 并不难. 但表述准确却也要费点事.
首先,

a0 + a2 ⩾ 2a1,

a1 + a3 ⩾ 2a2,

· · ·
an−1 + an+1 ⩾ 2an.

相加并化简, 得
a0 + an+1 ⩾ a1 + an. (3)

从而

a0 + an+1 ⩾ a1 + an ⩾ a2 + an−1,

a0 + an+1 ⩾ a3 + an−2,

· · ·
a0 + an+1 ⩾ ak + ak+1或 2ak,

(
若n = 2k或 2k − 1

)
.
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再重复写一遍 (右边两项交换位置)
a0 + an+1 ⩾ ak+1 + ak或 2ak,

· · ·
a0 + an+1 ⩾ an−1 + a2,

a0 + an+1 ⩾ an + a1.

将 (3) 及以下各式相加, 得
n (a0 + an+1) ⩾ 2 (a1 + a2 + · · ·+ an) .

即 (2) 成立.
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做自己喜欢做的事, 做自己能够做的事, 一辈
子努力做下去, 一辈子活得很开心. ——单 壿
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