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华南师范大学 吴 康
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问题 5697.
在实数范围内解方程:(

x2 − 6x+ 5
)5

+
(
x2 − 9x+ 14

)5 −
(
2x2 − 15x+ 19

)5
= 0. (1)

问题 5697A.
在复数范围内解方程 (1).

问题 5697B.
分别在实数和复数范围内解方程:(

x2 − 6x+ 5
)7

+
(
x2 − 9x+ 14

)7 −
(
2x2 − 15x+ 19

)7
= 0. (2)

问题 5697C.
分别在实数和复数范围内解方程:

(I)
(
x2 −

√
3x+ 2

)5
+

(
x2 − 1

)5 −
(
2x2 −

√
3x+ 1

)5
= 0. (3)

(II)
(
x2 −

√
3x+ 2

)7
+

(
x2 − 1

)7 −
(
2x2 −

√
3x+ 1

)7
= 0. (4)

说明

著名学考张云勇教授在 [1] 中给出 SSMJ 问题 5697 的解答;
笔者在 [2] 中给出问题的“递推解法”, 并给出问题的一系列推广
——向复数范围的推广 (A), 向更高次数的推广 (B), 以及向其它
幂底的推广 (C) 的解法.

§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广§ 2. 问题向更高次的幂底推广
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问题 5687D.
分别在实数和复数范围内解方程:

(I)
(
4x3 − 11x− 10

)5 −
(
6x2 + 11

)5
−
(
4x3 − 6x2 − 11x− 21

)5
= 0; (1)

(II)
(
4x3 − 11x− 10

)7 −
(
6x2 + 11

)7
−
(
4x3 − 6x2 − 11x− 21

)7
= 0; (2)

(III)2
(
4x3 − 11x− 10

)8
+ 2

(
6x2 + 11

)8
+ 2

(
4x3 − 6x2 − 11x− 21

)8
−

[(
4x3 − 11x− 10

)4
+

(
6x2 + 11

)4
+
(
4x3 − 6x2 − 11x− 21

)4]2
= 0. (3)

解析

解: 令

a = 4x3 − 11x− 10, (4)

b = −6x2 − 11, (5)

c = −4x3 + 6x2 + 11x+ 21, (6)

Sn = an + bn + cn (n ∈ N) , (7)

P = − (bc+ ca+ ab) , (8)

Q = abc, (9)

则方程 (1), (2), (3) 可化为方程

S5 = 0, (10)

S7 = 0, (11)

2S8 − S2
4 = 0. (12)

易见

a+ b+ c = 0, (13)

三元幂和式数列 {Sn}n∈N 满足常系数线性齐次 3 阶递推关系式

Sn+3 = PSn+1 +QSn (n ∈ N) , (14)
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并且

S0 = 3, (15)

S1 = 0, (16)

S2 = (a+ b+ c)2 − 2 (bc+ ca+ ab) = 2P, (17)

S3 = PS1 +QS0 = 3Q, (18)

S4 = PS2 +QS1 = 2P 2, (19)

S5 = PS3 +QS2 = 5PQ, (20)

S6 = PS4 +QS3 = 2P 3 + 3Q2, (21)

S7 = PS5 +QS4 = 7P 2Q, (22)

S8 = PS6 +QS5 = 2P 4 + 8PQ2, (23)

故方程 (1), (2), (3) 即 (10), (11), (12) 可化为方程

5PQ = 0, (24)

7P 2Q = 0, (25)

16PQ2 = 0. (26)

从而都可归结为两个方程:

P = 0; (27)

Q = 0. (28)

1◦ 在实数范围内求解:

(i) P = 0 ⇒ S2 = 0 ⇒ a2 + b2 + c2 = 0

⇒ a = b = c = 0,无解. (29)

(ii) Q = 0 ⇒ abc = 0 ⇒ a, b或 c = 0. (30)

a = 0 ⇒ (x− 2)
(
4x2 + 8x+ 5

)
= 0 ⇒ x = 2. (31)

b = 0 ⇒ 6x2 + 11 = 0,无解. (32)

c = 0 ⇒ − (x− 3)
(
4x2 + 6x+ 7

)
= 0 ⇒ x = 3. (33)

因此, 方程 (1), (2) 的实根都是 2, 3, 共 2 个; 方程 (3) 的实
根是 2, 3, 都是二重根, 共 4 个.

2◦ 在复数范围内求解:

(i) P = 0 ⇒ a2 + b2 + (a+ b)2 = 0 ⇒ a2 + ab+ b2 = 0

⇒ a = ωb或ωb, (34)
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其中 ω = −
1

2
+

√
3

2
i = cos 2

3
π+ i sin 2

3
π 为 1 的 3 次虚根. 而

a = ωb ⇒ 4x3 − 11x− 10 = ω
(
−6x2 − 11

)
⇒ (x− ω)

(
4x2 + 10ωx− 21− 10ω

)
= 0; (35)

a = ωb ⇒ 4x3 − 11x− 10 = ω
(
−6x2 − 11

)
⇒ (x− ω)

(
4x2 + 10ωx− 21− 10ω

)
= 0. (36)

(34) 的根为

ω, ω, α, β =
1

4

[
− 5ω ± (u+ vi)

]
, α, β, (37)

其中 u + vi 是 59 + 15ω 的任一平方根 (u, v ∈ R), z 表示复数 z

的共轭复数. 亦可用反三角函数形式表示 (37) 为

ω, ω, α, β =
1

4

[
− 5ω ± r (cos θ + i sin θ)

]
, α, β, (38)

其中

r =
4
√
2821, (39)

θ =
1

2
arccos 103

2
√
2821

. (40)

(ii) Q = 0 ⇒ a, b或 c = 0. (41)

a = 0 ⇒ x = 2,
1

2
(−2± i) . (42)

b = 0 ⇒ x = ±
…

11

6
i. (43)

c = 0 ⇒ x = 3,
1

4

(
−3±

√
19i

)
. (44)

因此, 方程 (1) 的复根是 (37), (42) ∼ (44), 共 14 个; 方程
(2) 的复根是二重根 (37), 以及 (42) ∼ (44), 共 20 个; 方程 (3)
的复根是二重根 (42) ∼ (44), 以及 (37), 共 22 个.

评论: 方程 (1) 是 14 次代数方程, (2) 是 20 次代数方程, (3)
是 22 次代数方程.
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