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导言

著名学者张云勇教授解答了 SSMJ 问题 5697[1]. 笔者对此“幂

和式方程”问题给出“递推解法”, 并在解题范围、幂指数、幂底、未知数

个数四方面进行了推广, 命制并解答了问题 5697A∼H[2][3][4].
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问题 5697I.

在复数范围内求解方程:

1◦x8 +
(
x3 + x2 + x+ 1

)2
+

(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)2
= 0. (1)

2◦x12 +
(
x3 + x2 + x+ 1

)3 −
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)3
= 0. (2)

解析

解: 令

a = x4, b = x3 + x2 + x+ 1, (3)

c = −
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
, (4)

Sn = an + bn + cn (n ∈ N) , (5)

P = − (bc+ ca+ ab) , Q = abc, (6)

易见题设两个方程可化为

Sn = 0 (n = 2, 3) . (7)

显然

a+ b+ c = 0, (8)
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故三元幂和式数列 {Sn}n∈N 满足常系数线性齐次 3 阶递推关系式:

Sn+3 = PSn+1 +QSn (n ∈ N) . (9)

易知

S0 = 3, S1 = 0, S2 = 2P, (10)

递推易得

S3 = 3Q. (11)

1◦ 方程 (1) 可化为

P = 0 ⇒ a2 + b2 + (a+ b)2 = 0 ⇒ a2 + ab+ b2 = 0

⇒ a = ωb或ωb, (12)

其中

ω = −
1

2
+

√
3

2
i = ei 2π

3 (13)

为 3 次单位根, z 表示 z 的共轭复数. 又

a = ωb ⇒ x4 − ω
(
x3 + x2 + x+ 1

)
= 0

⇒ (x− ω)
(
x3 − ωx+ 1

)
= 0. (14)

利用卡丹公式, 可得方程 (14) 的解为

ω, (u+ v)ω, uω + v, u+ ωv, (15)

其中实数

u = −
1

6

3
»

108− 12
√
69, v = −

1

6

3
»

108 + 12
√
69. (16)

同理

a = ωb ⇒ (x− ω)
(
x3 − ωx+ 1

)
= 0

⇒ x = ω, (u+ v)ω, uω + v, u+ ωv. (17)

综合知方程 (1) 有 8 个复根, 即 (15) 和 (17), 为 4 对共轭复数.

2◦ 方程 (2) 可化为

Q = 0 ⇒ abc = 0 ⇒ a, b或 c = 0. (18)
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易见

a = 0 ⇒ x4 = 0 ⇒ x = 0 (4重根) ; (19)

b = 0 ⇒ (x+ 1)
(
x2 + 1

)
= 0 ⇒ x = −1,±i; (20)

c = 0 ⇒ x5 − 1 = 0且x− 1 ̸= 0

⇒ x = εj , j = 1, 2, 3, 4, ε = ei 2π
5 . (21)

综合知方程 (2) 有 11 个复根, 即 (19), (20) 和 (21).

评论: (1), (2) 分别为 8 次和 11 次代数方程, ε 为 5 次单位根.
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问题 5697J.

在复数范围内求解方程:

1◦x20 +
(
x3 + x2 + x+ 1

)5 −
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)5
= 0. (1)

2◦x28 +
(
x3 + x2 + x+ 1

)7 −
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)7
= 0. (2)

3◦9
[
x36 +

(
x3 + x2 + x+ 1

)9 −
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)9]
−
[
x12+

(
x3 + x2 + x+ 1

)3−(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)3]3
=0. (3)

解析

解: 同上题, 易见题设三个方程可化为

Sn = 0 (n = 5, 7) , (4)

9S9 − S3
3 = 0. (5)

由上节 (9) ∼ (11) 式递推易得

S4 = 2P 2, S5 = 5PQ, S6 = 2P 3 + 3Q2,

S7 = 7P 2Q,S8 = 2P 4 + 8PQ2, S9 = 9P 3Q+ 3Q3. (6)

1◦ 方程 (1) 可化为

PQ = 0. (7)
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由上题知方程 (1) 有 19 个复根, 即上节 (15), (17), (19), (20), (21)

式.

2◦ 方程 (2) 可化为

P 2Q = 0. (8)

同理知方程 (2) 有 27 个复根, 即上节 (15), (17) (每个都是 2 重根)

和 (19), (20), (21) 式.

3◦ 方程 (3) 可化为

9
(
9P 3Q+ 3Q3

)
− (3Q)3 = 0 ⇒ P 3Q = 0. (9)

同理知方程 (3) 有 35 个复根, 即上节 (15), (17) (每个都是 3 重根)

和 (19), (20), (21) 式.

评论: (1), (2), (3) 分别为 19、27、35 次代数方程.

问题 5697K.

在复数范围内求解方程:

16
[
x40 +

(
x3 + x2 + x+ 1

)10
+

(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)10]
−
[
x8+

(
x3 + x2 + x+ 1

)2
+
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)2]5
=0. (10)

说明

留给感兴趣的读者.
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