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华南师范大学 吴 康

§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广§ 1. 问题向幂和式方程组推广

导言

著名学者张云勇教授给出 SSMJ 问题 5697(幂和式方程) 的

解答 [1]. 笔者给出新解法并推广到问题 A∼D, 也给出解答 [2][3].

本文推广到幂和式方程组:

问题 5697E.
在实数范围内求解方程组: (4y − 2x)5 +

(
x2 − 2y + x− 1

)5 −
(
x2 + 2y − x− 1

)5
= 0, (1)

(4x− 2y)5 +
(
y2 − 2x+ y − 1

)5 −
(
y2 + 2x− y − 1

)5
= 0. (2)

解析

解: 注意到对称性, 即 x, y 互换时, 方程 (1), (2) 互换. 令

a = 4y − 2x, a′ = 4x− 2y; (3)

b = x2 − 2y + x− 1, b′ = y2 − 2x+ y − 1; (4)

c = −x2 − 2y + x+ 1, c′ = −y2 − 2x+ y + 1; (5)

Sn = an + bn + cn, S′
n = a′n + b′n + c′n (n ∈ N) ; (6)

P = − (bc+ ca+ ab) , P ′ = −
(
b′c′ + c′a′ + a′b′

)
; (7)

Q = abc, Q′ = a′b′c′. (8)

易见题设方程组可化为 (
S5, S

′
5

)
= (0, 0) . (9)

显然

a+ b+ c = 0, a′ + b′ + c′ = 0, (10)
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故三元幂和式数列 {Sn}n∈N 和
{
S′
n

}
n∈N 均满足常系数线性齐次

3 阶递推关系式:

Sn+3 = PSn+1 +QSn (n ∈ N) , (11)

S′
n+3 = P ′S′

n+1 +Q′S′
n (n ∈ N) . (12)

易知(
S0, S

′
0

)
= (3, 3) ,

(
S1, S

′
1

)
= (0, 0) ,

(
S2, S

′
2

)
=

(
2P, 2P ′) .

(13)

递推易得(
S3, S

′
3

)
=

(
3Q, 3Q′) , (S5, S

′
5

)
=

(
5PQ, 5P ′Q′) . (14)

从而题设方程组可化为(
PQ,P ′Q′) = (0, 0) . (15)

由于

P = 0 ⇒ a2+b2+c2 = 0 ⇒ a = b = c = 0 ⇒ (x, y) =

(
±1,±

1

2

)
,

(16)

代入得 P ′Q′ ̸= 0. 同理 P ′ = 0 ⇒ PQ ̸= 0. 从而题设方程组

可化为 (
Q,Q′) = (0, 0) ⇒

(
abc, a′b′c′

)
= (0, 0) . (17)

分 9 种情形求解可得下表:

表 1

abc = 0 (x, y)

a′b′c′ = 0

a′ = 0 b′ = 0 c′ = 0

a = 0 (0, 0) (2p, p) (−2p,−p)

b = 0 (p, 2p) (q, q) (−p, p)

c = 0 (−p,−2p) (p,−p) (−q,−q)
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其中 p =
3±

√
13

2
, q =

1±
√
5

2
.

说明: 由对称性只需详解 6 种情形.
(
a, a′

)
= (0, 0) 是二

元一次方程组,
(
a, b′

)
= (0, 0) 和

(
a, c′

)
= (0, 0) 均为“半壁

二元二次方程组”(有一个方程是二元一次方程的二元二次方

程组). 而
(
b, b′

)
= (0, 0) ⇒ b − b′ = (x− y) (x+ y + 3) = 0,(

b, c′
)

= (0, 0) ⇒ b + c′ = (x+ y) (x− y − 1) = 0,
(
c, c′

)
=

(0, 0) ⇒ c − c′ = (x− y) (x+ y − 3) 均可化为两个“半壁二元二

次方程组”. 不难得到所有的解, 详略.

综合得知题设方程组共有 17 组实数解, 如表 1.

§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组§ 2. 更高次数的幂和式方程组

问题 5697F.
在实数范围内求解方程组: (4y − 2x)7 +

(
x2 − 2y + x− 1

)7 −
(
x2 + 2y − x− 1

)7
= 0, (1)

(4x− 2y)7 +
(
y2 − 2x+ y − 1

)7 −
(
y2 + 2x− y − 1

)7
= 0. (2)

解析

解: 对比题 E 和 F 知后者为
(
S7, S

′
7

)
= (0, 0). 递推易知(

S4, S
′
4

)
=

(
2P 2, 2P ′2) , (S7, S

′
7

)
=

(
7P 2Q, 7P ′2Q′) , (3)

从而题设方程组可化为(
P 2Q,P ′2Q′) = (0, 0) , (4)

与上题同理可知接着可化为(
Q,Q′) = (0, 0) . (5)

因此本题结果与上题完全相同, 共 17 组实数解如表 1.

§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组§ 3. 三个未知数的幂和式方程组
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问题 5697G.
在实数范围内求解方程组:

(y + z)5 + (y + z − 4)5 − (2y + 2z − 4)5 = 0, (1)

(z + x)5 + (z + x− 4)5 − (2z + 2x− 4)5 = 0, (2)

(x+ y)5 + (x+ y − 4)5 − (2x+ 2y − 4)5 = 0. (3)

解析

解: 对 i = 1, 2, 3, 令

(x, y, z) = (u1, u2, u3) , (4)

x+ y + z = U, (5)

ai = U − ui, bi = U − ui − 4, ci = − (2U − 2ui − 4) , (6)

Si,n = ani + bni + cni (n ∈ N) , (7)

Pi = − (bici + ciai + aibi) , (8)

Qi = aibici. (9)

题设方程组可化为

(S1,5, S2,5, S3,5) = (0, 0, 0) . (10)

显然

ai + bi + ci = 0, i = 1, 2, 3, (11)

故三元幂和式数列 {Si,n}n∈N 满足递推关系式

Si,n+3 = PiSi,n+1 +QiSi,n (n ∈ N, i = 1, 2, 3) . (12)

易知

Si,0 = 3, Si,1 = 0, Si,2 = 2Pi (i = 1, 2, 3) , (13)

递推易得

Si,3 = 3Qi, Si,5 = 5PiQi, (14)

从而题设方程组可化为

(P1Q1, P2Q2, P3Q3) = (0, 0, 0) . (15)
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由于对 i = 1, 2, 3, 均有

Pi = 0 ⇒ a2i + b2i + c2i = 0 ⇒ ai = bi = ci = 0,无解, (16)

故知题设方程组可化为

(Q1, Q2, Q3) = (0, 0, 0) ⇒ (a1b1c1, a2b2c2, a3b3c3) = (0, 0, 0) ,

(17)

进一步可化为 27 个方程组

(y + z − 2p, z + x− 2q, x+ y − 2r) = (0, 0, 0) , p, q, r ∈ {0, 1, 2} .

(18)

解得

(x, y, z) = (q + r − p, r + p− q, p+ q − r) , p, q, r ∈ {0, 1, 2} ,

(19)

写出来是

(0, 0, 0) , (1, 1,−1) , (2, 2,−2) , (2, 0, 0) , (3, 1,−1) ,

(4, 0, 0) , (1, 1, 1) , (2, 2, 0) , (3, 1, 1) , (2, 2, 2) , (20)

及其所有排列, 共 27 组解.

评论: 本题解的表达比较简练.

问题 5697H.
在实数范围内求解方程组:

(y + z)7 + (y + z − 4)7 − (2y + 2z − 4)7 = 0, (21)

(z + x)7 + (z + x− 4)7 − (2z + 2x− 4)7 = 0, (22)

(x+ y)7 + (x+ y − 4)7 − (2x+ 2y − 4)7 = 0. (23)

说明

本题答案和题 G 完全相同. 详细解答留给感兴趣的朋友.
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