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概要

三元幂和式数列 {Sn}n∈N 的通项公式是

Sn = an + bn + cn (a, b, c ∈ C, n ∈ N) , (1)

其中 a, b, c 称为特征根, 且约定 (此约定一直有效)

00 = 1. (2)

当

a+ b+ c = 0 (3)

时, {Sn}n∈N 满足常系数线性齐次 3 阶递推关系式

Sn+3 = PSn+1 +QSn (n ∈ N) , (4)

S0 = 3, S1 = 0, S2 = 2P, (5)

P = − (bc+ ca+ ab) , Q = abc. (6)

−P 和 Q 为 a, b, c 的初等对称多项式组中的末两个多项式. 存在二

元多项式 fn (x, y), 满足

fn (x, y) =
∑

2i+3j=n
i,j∈N

li,jx
iyj (n ∈ N, n ⩾ 2) , (7)

f0 (x, y) = 3, f1 (x, y) = 0, f2 (x, y) = 2x, (8)

Sn = fn (P,Q) (n ∈ N) . (9)

多项式列 {fn (x, y)}n∈N 满足递推关系式

fn+3 (x, y) = xfn+1 (x, y) + yfn (x, y) (n ∈ N) . (10)
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递推可得 (简记 fn (x, y) 为 fn):

f3 = 3y, f4 = 2x2, f5 = 5xy, f6 = 2x3 + 3y2, f7 = 7x2y,

f8 = 2x4 + 8xy2, f9 = 9x3y + 3y3, f10 = 2x5 + 15x2y2,

f11 = 11x4y + 11xy3, f12 = 2x6 + 24x3y2 + 3y4,

f13 = 13x5y + 26x2y3, f14 = 2x7 + 35x4y2 + 14xy4,

f15 = 15x6y + 50x3y3 + 3y5, f16 = 2x8 + 48x5y2 + 40x2y4,

f17 = 17x7y + 85x4y3 + 17xy5,

f18 = 2x9 + 63x6y2 + 90x3y4 + 3y6,

f19 = 19x8y + 133x5y3 + 57x2y5,

f20 = 2x10 + 80x7y2 + 175x4y4 + 20xy6, · · · (11)

其具有性质:

1◦fn的各项系数均为正整数, 且均与n不互质 (n ⩾ 2) ; (12)

2◦fn的首项系数 =

 2
(
n为偶数

)
,

n
(
n为奇数

)
,
n ⩾ 2; (13)

3◦fn的末项系数 =

 3
(
n为 3 的倍数

)
,

n
(
n为 3 的倍数减 1

)
;

(14)

4◦fp的各项系数均为 p的倍数
(
p为质数

)
. (15)
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说明

文 [1][2][3][4][5][6] 中的 SSMJ 问题 5697, 推广 A∼N, 均属于特

征根和为 0 的三元幂和式方程与方程组, 又分在实数与复数范围内求

解两种情形, 如

S5 = 0, S7 = 0, 2S8 − S2
4 = 0,

9S9 − S3
3 = 0, 16S10 − S5

2 = 0,

22S13 − 13S2S11 = 0, · · · (1)
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其中 a, b, c 均为 x 的多项式:

a = a (x) , b = b (x) , c = c (x) (2)

(对于方程组而言, 则改为 x, y 或 x, y, z 的多项式等等). 这种方程

(组) 的特点是可转化为 P,Q 的代数方程.
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概要

四元幂和式数列 {Sn}n∈N 的通项公式是

Sn = an + bn + cn + dn (a, b, c, d ∈ C, n ∈ N) , (1)

其中 a, b, c, d 称为特征根. 当

a+ b+ c+ d = 0 (2)

时, {Sn}n∈N 满足常系数线性齐次 4 阶递推关系式

Sn+4 = PSn+2 +QSn+1 +RSn (n ∈ N) , (3)

S0 = 4, S1 = 0, S2 = 2P, S3 = 3Q, (4)

P = − (ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd) ,

Q = abc+ abd+ acd+ bcd,

R = −abcd, (5)

−P,Q,−R 为 a, b, c, d 的初等对称多项式组中的末三个多项式. 存在

三元多项式 gn (x, y, z), 满足

gn (x, y, z) =
∑

2i+3j+4k=n
i,j,k∈N

qi,j,kx
iyizk (n ∈ N, n ⩾ 2) , (6)

g0 (x, y, z) = 4, g1 (x, y, z) = 0,

g2 (x, y, z) = 2x, g3 (x, y, z) = 3y, (7)

Sn = gn (P,Q,R) (n ∈ N) . (8)

多项式列 {gn (x, y, z)}n∈N 满足递推关系式

gn+4 (x, y, z) = xgn+2 (x, y, z) + ygn+1 (x, y, z)

+ zgn (x, y, z) (n ∈ N) . (9)
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递推可得 (简记 gn (x, y, z) 为 gn):

g4 = 2x2 + 4z, g5 = 5xy, g6 = 2x3 + 6xz + 3y2,

g7 = 7x2y + 7yz, g8 = 2x4 + 8x2z + 8xy2 + 4z2,

g9 = 9x3y + 18xyz + 3y3,

g10 = 2x5 + 10x3z + 15x2y2 + 10xz2 + 10y2z,

g11 = 11x4y + 33x2yz + 11xy3 + 11yz2,

g12 = 2x6 + 12x4z + 24x3y2 + 18x2z2 + 36xy2z + 3y4 + 4z3,

g13 = 13x5y + 52x3yz + 26x2y3 + 39xyz2 + 13y3z, · · · (10)

其具有性质:

1◦gn的各项系数均为正整数, 且均与n不互质 (n ⩾ 2) ; (11)

2◦gn的首项系数 =

 2
(
n为偶数

)
,

n
(
n为奇数

)
,
n ⩾ 2; (12)

3◦gn的末项系数 =

 4
(
n为 4 的倍数

)
,

n
(
n为 4 的倍数减 1

)
;

(13)

4◦gp的各项系数均为 p的倍数
(
p为质数

)
. (14)

§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程§ 4. 特征根和为 0 的四元幂和式方程

导言

根据构造特征根和为 0 的三元幂和式方程的方法, 笔者编拟与解

答如下四元幂和式方程, 仍作为 SSMJ 问题 5697 的推广问题, 总体

来说, 此时难度加大, 特别是在复数范围内求解的时候.

问题 5697O.

在实数范围内求解方程(
x2 + x+ 1

)5
+ (x− 1)5 − (x+ 1)5 −

(
x2 + x− 1

)5
= 0. (1)
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解析

解: 令

a = x2 + x+ 1, b = x− 1, c = −x− 1, d = −x2 − x+ 1, (2)

诸记号如第 3 节所示, 则方程 (1) 为

S5 = 0 ⇒ PQ = 0 ⇒ Q = 0. (3)

这是因为

P = 0 ⇒ a2 + b2 + c2 + d2 = 0 ⇒ a = b = c = d = 0,无解. (4)

易得

Q = 0 ⇒ S3 = 0 ⇒
(
a3 + d3

)
+

(
b3 + c3

)
= 0

⇒ 2
[
3
(
x2 + x

)2
+ 1

]
− 2

(
3x2 + 1

)
= 0

⇒ x3 (x+ 2) = 0 ⇒ x = 0 (3 重根) ,−2. (5)

故原方程有 4 个实根, 如 (5).

问题 5697P.

在实数范围内求解方程

10
[(
x2 + x+ 1

)7
+ (x− 1)7 − (x+ 1)7 −

(
x2 + x− 1

)7]
− 7

[(
x2 + x+ 1

)2
+ (x− 1)2 + (x+ 1)2 +

(
x2 + x− 1

)2] ·[(
x2 + x+ 1

)5
+ (x− 1)5 − (x+ 1)5 −

(
x2 + x− 1

)5]
= 0. (6)

解析

解: 同上题. 方程 (6) 为

10S7 − 7S2S5 = 0 ⇒ 10
(
7P 2Q+ 7QR

)
− 7 · 2P · 5PQ = 0

⇒ QR = 0 ⇒ x = 0 (3 重根) ,−2,±1,
−1±

√
5

2
. (7)

故原方程有 8 个实根, 如 (7).

问题 5697Q.

设 A = x (x+ 1), B = x (x− 1), 在实数范围内求解关于 x
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的方程

1◦ (A+ 1)5 + (B − 1)5

− (B + 1)5 − (A− 1)5 = 0. (8)

2◦ 10
[
(A+ 1)7 + (B − 1)7 − (B + 1)7 − (A− 1)7

]
− 7

[
(A+ 1)2 + (B − 1)2 + (B + 1)2 + (A− 1)2

]
·
[
(A+ 1)5 + (B − 1)5 − (B + 1)5 − (A− 1)5

]
= 0. (9)

解析

简解: 如第 3 节所示, 改令

a = A+ 1, b = B − 1, c = −B − 1, d = −A+ 1. (10)

易见方程 (8), (9) 为

S5 = 0 ⇒ PQ = 0 ⇒ Q = 0 ⇒ S3 = 0

⇒ x3 = 0 ⇒ x = 0 (3 重根) ; (11)

10S7 − 7S2S5 = 0 ⇒ QR = 0

⇒ x = 0 (3 重根) ,
1±

√
5

2
,
−1±

√
5

2
. (12)

(补充: P = 0 ⇒ a2 + b2 + c2 + d2 = 0 ⇒ a = b = c = d = 0,无解)

方程 (8) 有 3 个实根, 如 (11); 方程 (9) 有 7 个实根, 如 (12).

问题 5697R.

在实数范围内求解方程

180
[
(x− 1)9 − (x+ 2)9 + (x− 3)9 − (x− 6)9

]
− 81

[
(x− 1)2 + (x+ 2)2 + (x− 3)2 + (x− 6)2

]2
·[

(x− 1)5 − (x+ 2)5 + (x− 3)5 − (x− 6)5
]

− 20
[
(x− 1)3 − (x+ 2)3 + (x− 3)3 − (x− 6)3

]3
= 0. (13)

解析

解: 令

a = x− 1, b = −x− 2, c = x− 3, d = −x+ 6, (14)
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则如第 3 节所示, 方程 (13) 为

180S9 − 81S2
2S5 − 20S3

3 = 0

⇒ 180
(
9P 3Q+ 3Q3 + 18PQR

)
− 81 (2P )2 · 5PQ− 20 (3Q)3 = 0

⇒ PQR = 0 ⇒ QR = 0. (15)

又

Q = 0 ⇒ a3 + b3 + c3 + d3 = 0

⇒ (x− 1)3 − (x+ 2)3 + (x− 3)3 − (x− 6)3 = 0

⇒ 180− 90x = 0 ⇒ x = 2. (16)

R = 0 ⇒ abcd = 0 ⇒ x = 1,−2, 3, 6. (17)

综合得原方程有 5 个实根, 如 (16), (17).

问题 5697S.

在复数范围内求解方程 (13).

解析

简解: 同上题, 有

P = 0 ⇒ a2 + b2 + c2 + d2 = 0

⇒ 2x2 − 8x+ 25 = 0 ⇒ x =
4±

√
34i

2
. (18)

因此原方程有 7 个复根, 如 (16), (17), (18).

评论: (1), (6), (8), (9), (13) 分别为 8, 10, 7, 11, 7 次代数方程.
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