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§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答§ 1. 题 19 的解答
导言

教育部四省联考 (2023-02-23) 数学 [1] 题 19:

19.
(12 分) 记数列 {an} 的前 n 项和为 Tn, 且 a1 = 1, an = Tn−1 (n ! 2).
(1) 求数列 {an} 的通项公式;
(2) 设 m 为整数, 且对任意 n ∈ N∗, m ! 1

a1
+

2

a2
+ · · ·+ n

an
, 求 m 的最小值.

解析

解: (1) a1 = 1 = T1, a2 = T1 = 1, a3 = T2 = a1 + a2 = 2, a4 = T3 = T2 + a3 = 4, · · · , 易得
an = 2n−2 (n ! 2), 故所求通项公式为

an = 1 (n = 1) 或 2n−2 (n ! 2) . (1)

(2) 设 Sn =
1

a1
+

2

a2
+ · · ·+ n

an
, n ∈ N∗, 则 S1 = 1, 且易得

Sn+1 = Sn +
n+ 1

2n−1
(n ! 1) . (2)

两边乘 2n+1, 并令 Un = 2nSn (n ! 1), 即得
Un+1 = 2Un + 4n+ 4 (n ! 1) , U1 = 2 (3)

=⇒ Un+1 + 4 (n+ 1) + 8 = 2 (Un + 4n+ 8) , n ! 1, (4)
故 {Un + 4n+ 8} 为等比数列, 通项

Un + 4n+ 8 = 2n−1 (U1 + 4 + 8) =⇒ Un = 7 · 2n − 4n− 8 (5)

=⇒ Sn = 7− n+ 2

2n−2
, n ! 1. (6)

因 m 为整数且 m ! Sn (n ∈ N∗), 而 7 > Sn (n ∈ N∗) 且 m ! S6 = 6.5, 故所求
mmin = 7. (7)

评论: (4) 式可用待定系数法确定, 详略.“m 为整数”可改为“m 为实数”, 结论仍成立.“m ! Sn”可改为

“m > Sn”, 结论仍成立.

§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广§ 2. 题 19 的推广
19A.
记数列 {an} 的前 n 项和为 Tn, 且 a1 = 1, an = Tn−1 (n ! 2).
(1) 求数列 {an} 的通项公式;
(2) 设 m 为实数, m ! Pn =

12

a1
+

22

a2
+ · · ·+ n2

an
(n ∈ N∗), 求 m 的最小值.

解析

解: (1) 同上.
(2) P1 = 1, P2 = 1 + 4 = 5, 易得

Pn+1 = Pn +
(n+ 1)2

2n−1
(n ! 1) . (1)
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两边乘 2n+1, 并令 Qn = 2nPn (n ! 1), 即得
Qn+1 = 2Qn + 4n2 + 8n+ 4 (n ! 1) , Q1 = 2 (2)

=⇒ Qn+1 + 4 (n+ 1)2 + 16 (n+ 1) + 24 = 2
(
Qn + 4n2 + 16n+ 24

)
, n ! 1, (3)

故
{
Qn + 4n2 + 16n+ 24

}
为等比数列, 通项

Qn + 4n2 + 16n+ 24 = 2n−1 (Q1 + 4 + 16 + 24)

=⇒ Qn = 23 · 2n − 4n2 − 16n− 24

=⇒ Pn = 23− n2 + 4n+ 6

2n−2
, n ! 1. (4)

因 m 为实数, 且 m ! Pn (n ∈ N∗), {Pn} 是严格递增数列, {Pn} 有上界 23, 且显然 lim
n→∞

Pn = 23, 故题目所求

mmin = 23. (5)
评论: (3) 式可用待定系数法确定——令

Qn+1 + x (n+ 1)2 + y (n+ 1) + z = 2
(
Qn + xn2 + yn+ z

)
,

化简得

Qn+1 = 2Qn + xn2 + (y − 2x)n+ (z − y − x)

=⇒ x = 4, y − 2x = 8, z − y − x = 4

=⇒ (x, y, z) = (4, 16, 24) . (6)
另外, 把“m ! Pn”改为“m > Pn”, 结论仍成立.
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