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第十二届学而思数学竞赛联考

一试试题

时间：80 分钟

一、填空题 (本大题共 8 小题，每小题 8 分，共 64 分)

1. 设实数 a, b, c满足 1 ≤ a < b < c，且它们构成等差数列，如果 a+b+c = abc，则 ln (2b2 − 3)
的取值范围是 .

2. 定义在 R 上的奇函数 f(x) 同时是以 2 为周期的周期函数，并且在 x ∈ (0, 1) 时，f(x) =
ln (x2 − 2x + 3

2 )，则函数 f(x) 在 [0, 10] 上的零点个数为 .

3. 设点 P 是曲线 Γ : y2 − x2 = 4(y > 0) 上的一个动点，过点 P 分别向直线 y = x, y = −x 引

垂线，垂足分别为 A, B，再分别过点 A, B 向 x轴引垂线，垂足分别为 C, D，那么 P, A, B, C, D

这五个点构成的凸五边形的面积的最小值是 .

4. 设 z 为复数，若 iz2

i−z 为实数 (i为虚数单位)，则 |z −1|的最小值为 .

5. 我们将 8 个半径相等的小球放入一个棱长为 2 的正方体内的 8 个角处，且它们均与该正方
体的 3 个面相切，小球 Γ 是在放入这 8 个小球之后能够放入正方体的最大的球，则当那 8 个
小球的半径发生变化时，这 9 个球的表面积之和的最小值是 .

6. 设凸四边形 ABCD 满足 AC = 2，并且其对角线 AC, BD 的夹角为 60◦，如果 (
−−→
AB +

−−→
DC)

与 (
−−→
AD +

−−→
BC) 垂直，则该四边形的面积是 .

7. 设实数 a, b, c ∈ (−1, 1)，且满足：

√
(1 + a)(1 + b)(1 + c) =

√
(ab − a − b + 1)(1 + c)+

√
(bc − b − c + 1)(1 + a)+

√
(ca − c − a + 1)(1 + b)

则 a + b + c 的取值范围是 .

8. 一个平台的俯视图为一个 3 × 3 的方格表，初始时在中心的方格 O 处有一只电子瓢虫，每过

一秒钟，该瓢虫都会随机选择平行于平台边界的四个方向之一移动一个单位，如果瓢虫跌落平

台就会‘死亡’，那么在 2023 秒后，该瓢虫仍然‘存活’的概率是 .
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二、解答题 (本大题共 3 小题, 第 9 题 16 分, 第 10, 11 题各 20 分, 共 56 分)

9. 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，并且对于任意 n ∈ Z+，都有 Sn + an = 2.
(1) 求数列 {an} 的通项公式；
(2)定义数列 {bn}如下：bn = nan + 1

an
，再设数列 {bn}的前 n项和为 Tn，求 [T2023].（其

中 [x] 表示不超过 x 的最大整数）
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10. 在平面直角坐标系 xOy 中，圆 Γ的圆心 P 在 y 轴上 (P ̸= O)，且与双曲线 Ω : x2

a2 − y2

b2 = 1
的右半支交于两个不同的点 A, B. 已知 PA2 + PB2 = OA2 + OB2.

(1) 求双曲线 Ω 的离心率.

(2) 若双曲线 Ω 的右焦点为 F (2, 0)，且圆 Γ 过点 F，求 |FA| + |FB| 的取值范围.
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11. 设 2 ≤ n ≤ 2023 是一个给定的正整数，甲来玩一个游戏：他选择 n 个和为 2023 的正整数
m1, m2, . . . , mn 以及 n个模长为 1的复数 z1, z2, . . . , zn（可以相同）.对于任意的 1 ≤ i < j ≤ n，

我们定义：Dij = mimj |zi − zj |2；如果我们把 D =
∑

1≤i<j≤n Dij 作为甲获得的总积分，那么

甲最多能够获得多少分？
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